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❡❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ str❛✐❣❤t ✉♥✐❢♦r♠ r♦❞✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ r♦❞ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✱ t❤❡ r♦❞ ✇✐❧❧ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠ t♦ ❛ ❝✉r✈❡❞ s❤❛♣❡❀ ✐t ✐s t❤✐s s❤❛♣❡ t❤❛t
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❬✶❪✱ ❜✉t ✐♥ ♠♦st ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❞ ✐s s♠❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ♦✉r ❝❛s❡✳ ❙♦ ✇❡ r❡✲❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✐s
❢❛r ❢r♦♠ str❛✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❧s♦ s❡r✈❡s t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❛t❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r♦❞ ✐s ✉♥❞❡r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐ts
✇❡✐❣❤t ✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❜✉❝❦❧❡❞ r♦❞ ❢♦r♠s ❛ ❝✉r✈❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✳
y = y(x) ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
(x, y) ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
(x0, y0) ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
✷
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡
(x1, y1) ❚❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
(x2, y2) ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳
W ❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✿ W = x1 − x0✳
∆ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✿ ∆ = y0 − y2✳
Λ ❚❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❢r♦♠ (x0, y0) t♦ (x1, y1)✳












κ (x) ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t (x, y)✳ ❲❡ ❤❛✈❡
κ (x) =
y′′ (x)(




λ (x) ❚❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢r♦♠ (x0, y0) t♦ (x, y)✳
(x2, vr) ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r r❡❝❡✐✈❡r✳
r ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
F ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ■ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t ♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ❛ ♣♦✐♥t
(x, y) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡①❡r❝✐s❡❞ ♦♥ t❤❛t ♣♦✐♥t ❬✷✱ ♣✳ ✷✶✽❪✱
♦♥❝❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✳ ❆s t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ F (y − y0)✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✳
κ (x) = −
F
r
(y − y0) ✭✶✮
✸










❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❛t ✐s✱ y1 = y0 ❛♥❞ θ1 = −θ0✳
❇② s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❝✉r✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [x0, x2]✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜① t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
x0 = y0 = 0✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ y′
0
✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ0✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✭✶✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
F
r
♦♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ s❝❛❧✐♥❣




❛r❡ ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ♣✉tt✐♥❣
F
r
= 1✳ ❆s ❛






◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t (x2, y2) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y′
2
= 0✳
◆♦✇ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✮ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡ x, y, y′, y′′ st❡♣ ❜② st❡♣✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ (x0, y0)✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ P❆❘■✴●P
❝♦❞❡ ❢♦r ❞♦✐♥❣ s♦ ❬✾❪✳
❭❭ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❢♦r P❆❘■✴●P
❭❭ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✱ ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞✳
❭♣ ✶✵
st❡♣ ❂✵✳✵✵✵✵✶❀ ❭❭ ♥✉♠❡r✐❝ t❡♣
①✵❂✵❀ ❭❭ ①✵
②✵❂✵❀ ❭❭ ②✵
②✶✵❂✲✶❀ ❭❭ st❛rt✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
②✷✵ ❂✵❀ ❭❭ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
②❢❂ ✲✵✳✵✽✵✸✸❀ ❭❭ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
s✉♥r❛❞ ❂✵✳✵✵✺❀ ❭❭ ❙✉♥ ✬s ❛♥❣✉❧❛r r❛❞✐✉s
❛r❝ ❂✵❀
♣r✐♥ts ❂✶✵❀ ❭❭ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ♣r✐♥t❀ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡










⑥❞✐st ✭✮❂④ ❭❭ ❈♦♠♣✉t❡s ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡
❭❭ ✐♠❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
❉❂sqrt✭✭①✲①❡♥❞ ✮❫✷✰✭②✲②❢✮❫✷✮❀
ss❂✶✰②✶❫✷❀ ❭❭ ✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤❀
❭❭ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❢❧❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ✐s
❭❭ ✭✷②✬✱✭②✬✷✲✶✮✮
❞✵❂✭✭①✲①❡♥❞ ✮✯✭②✶❫✷✲✶✮✲✷✯✭②✲②❢✮✯②✶✮✴ss❀ ❭❭ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
❞✶❂❞✵✰❉✯s✉♥r❛❞❀ ❭❭ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞














♠❛①✉♣ ❂✵❀ ♠❛①❞♥ ❂✵❀
①❂①✵❀②❂②✵❀②✶❂②✶✵❀②✷❂②✷✵❀❛r❝❂✵❀
❞✐st ✭✮❀
♦✉t♣✉t ✭✮❀ ❭❭ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
✇❤✐❧❡✭②✶ ❁❂✵✱ ♦♥❡❴st❡♣ ✭✮❀ ❞✐st ✭✮❀✐❢✭❝♦✉♥t❡r✪♣r✐♥tst❡♣ ❂❂✵✱ ♦✉t♣✉t ✭✮✮✮
♦✉t♣✉t ✭✮❀ ❭❭ ❚❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t
❝♦♥❝❂①❡♥❞✴♠❛①✭♠❛①✉♣ ✱♠❛①❞♥ ✮❀ ❭❭ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦
♣r✐♥t✭✧❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❂ ✧❛r❝✮❀
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❞❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r y′
0
= 1✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ✹ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y, y′, y′′)✳
✵ ✵ ✲✶ ✵
✵✳✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✵✾✾✺✸✷✷✶✾✸✻ ✲✵✳✾✽✻✵✸✻✽✺✵✶ ✲✵✳✷✼✺✻✽✺✾✷✼✸
✵✳✷✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✶✾✻✸✹✵✽✽✷✼ ✲✵✳✾✹✻✶✽✷✹✾✷✹ ✲✵✳✺✶✷✷✾✷✶✻✽✷
✵✳✸✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✷✽✽✵✼✾✸✼✻✷ ✲✵✳✽✽✺✻✼✹✷✵✹✼ ✲✵✳✻✽✻✻✾✶✻✾✶✺
✵✳✹✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✸✼✸✵✵✺✻✺✶✵ ✲✵✳✽✶✶✵✷✷✼✻✼✽ ✲✵✳✼✾✻✶✻✸✸✵✺✶
✵✳✺✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✹✺✵✵✶✺✷✶✽✻ ✲✵✳✼✷✽✷✸✺✸✼✼✼ ✲✵✳✽✺✶✾✸✾✹✼✾✺
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❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❂ ✶✳✻✸✸✺✽✷✶✷✾
■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐ts❡❧❢✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ◆♦t❡
t❤❛t y′′ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❝✉r✈❡✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ y′′ ❢♦r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ y′
0
= −1✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t y′′ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t✇♦ ♠❛✐♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✿ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ ✐♥s✉✣✲
❝✐❡♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ③❡r♦ t♦✇❛r❞s t❤❡
❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❢❡❝t ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♠❛❧❧
s❤♦✉❧❞❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✉❧❞❡rs s❡✈❡r❡❧②
❧✐♠✐t t❤❡ ✉s❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ s❛❝r✐✜❝❡s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡
❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✳
✷ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❲❤❡♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r r❡✢❡❝t✐♥❣ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❜② t❤❡
❡❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✢❛t s❤❡❡t ♠✉st ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✈✐❛ r❛② tr❛❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳
▲❡t C ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y = y (x)✱
t❤❛t s✉r✈❡s ❛s ❛ ♠✐rr♦r t♦ r❡✢❡❝t s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❛♠ R1
❝♦♠❡s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝✉r✈❡ C ❛t ❛ ♣♦✐♥t (x, y)✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ R2 ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ R1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❧✐♥❡
N ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t (x, y)✳
▲❡t (xf , yf ) ❜❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ xf = x2 ❛s ✇❤❛t ✐s
♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ C ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ d (x) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ R2 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t (xf , yf )✳
✻
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❛② tr❛❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡
◆♦✇ ❧❡t (xr, yr) ❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
R1 ✐s X = xr ✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❧✐♥❡ N ✐s (X − xr) + y
′ (xr) (Y − y (xr)) = 0✱
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ R2 ❤❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✷❪






(X − xr) , ✭✹✮







(xf − xr)− 2y





◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡ d (xr) ❛s ❛ s✐❣♥❡❞ ✈❛❧✉❡✳
■❢ C ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♣❛r❛❜♦❧❛ ❛♥❞ (xf , yf ) ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧②
s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✺✮ t❤❛t d (x) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts (x, y) ♦♥ C✳
❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐t ♦✛❡rs✳ ❲❤❡♥ C ✐s ♥♦t t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s
♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✏❢♦❝✉s✑ yf ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
yf ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ t❤❡ ❙✉♥✬s
❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠✲
❡t❡r ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✾✳✷ ♠r❛❞ t♦ ✾✳✺ ♠r❛❞ ❬✼❪✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ s♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ✐s ❛❧✇❛②s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r✳
❙♦ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵ ♠r❛❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s ❤✐tt✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡
❜❡❛♠ ❧✐♥❡✱ ❜✉t ❛ ❝♦♥❡ ♦❢ ❜❡❛♠s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ✶✵ ♠r❛❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ D ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣
♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝♦♥❡✬s ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❞✐s❦ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D/100✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s
❞✐❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ D/100✱ ♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❝✐r❝✉❧❛r ❢♦r♠✱
❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ t♦ ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐❞t❤ W ♦❢
t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡
✼
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t♦r ✐s ✷✵✵✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D ✐s ❛t ❧❡❛st W/2✳ ❚❤✐s ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ C ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♣❛r❛❜♦❧❛ ✇✐t❤ y′ (x0) = −1✳
❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ yf ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t (x, y)
♦♥ C✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❛❦❡
d1 (x) = d (x) +
D (x)
200
, d2 (x) = d (x)−
D (x)
200
❛s r❡s❧❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❝♦♥❡✱ ❛s ❞✐st❛♥❝❡s t♦




+ (y − yf )
2
✳
❋♦r y′ (x0) = −1 ❛♥❞ yf = 0.08033✱ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❝♦♥❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡✬s
❜♦✉♥❞❛r② t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥ts (x, y)✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛❞✐✲
❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞✳ ❇✉t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 16✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦❢ ❛♥② s❡r✐♦✉s ✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r vr = −0.08033
❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r y′ (x0) = −1 ❛♥❞ yf = −0.15✳ ❚❤✐s
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t r❛❞✐❛t✐♦♥s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ③♦♥❡s
♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ✐s r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ 63 ❜✉t ♥♦t 73✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ t❤r♦✇✐♥❣ ❛✇❛② ❡❞❣❡✲
r❡✢❡❝t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r✳
❆❞❞✐♥❣ ♦t❤❡r ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❡rr♦rs✱ t❤❡ ✉s❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡❧♦✇
50✳
✸ ❈♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡
❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ t✇♦ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡ y′′ ❝✉r✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮ ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣
❝✉r✈❡✿ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ s❤♦✉❧❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳
✽
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r vr = −0.15
❙❡❧❡❝t t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts (xp, yp) ❛♥❞ (xq, yq) ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ λp ❢r♦♠ (x0, y0)
t♦ (xp, yp)✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ λp ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ (xq, yq) t♦
(x1, y1)✳
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡
❚❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r♦❞ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ t♦rs✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ s✉♣♣♦s❡❞❧② r✐❣✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ T ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡♥❞ s❡❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦❞ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ❡♥❞ ❡①❡r❝✐s✐♥❣ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (xp, yp)✳ ▲❡t t❤❡ ♣r❡ss✐♥❣ ❢♦r❝❡
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥❞ ❜❡ Fe✱ ❛♥❞ ❧❡t ke = Fe/r✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ❢♦r❝❡
❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣♦✐♥ts (x, y) s✉❝❤ t❤❛t x > xp✳ ❋♦r x ≤ xp ✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡





+ (y − yp)
2
cos (α) ,
✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r (x− xp, y − yp) ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r
♦❢ C ❛t (xp, yp)✳ ❆s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ C ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦




+ (y − yp)
2
❜② t❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤
λp − λ (x) ❛♥❞ cos (α) ❜② 1✳ ❙♦ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢




ke (λp − λ (x)) ✐❢ x ≤ xp
0 ✐❢ x > xp
✭✻✮
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✐♥❣ ♣♦✐♥t (xp, yp) ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ s✐♠♣❧❡✲
♠✐♥❞❡❞ t✇✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐t❤♦✉t ♣r❡ss✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸❪✱ ❞♦❡s
♥♦t ❣✐✈❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤✐❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣
♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s✱ s✉❝❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐❧❧ ✇♦rs❡♥ t❤❡ ✏s❤♦✉❧❞❡r ❡✛❡❝t✑
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♣r❡ss✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fm ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (xp, yp) ✭❛♥❞ s②♠♠❡tr✐✲
❝❛❧❧② ♦♥ (xq, yq) t♦♦✮✱ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❆s ❛ ✈❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ ✐ts ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
Fm = (sin (θp)Fm, cos (θp)Fm) ,
✇❤❡r❡ θp = arctan (y
′ (xp)) ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ C ❛t (xp, yp)✳ ▲❡t Fmh ❛♥❞
Fmv ❜❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
Fmh = − sin (θp)Fm =
−y′ (xp)√
1 + y′ (xp)
2
Fm ,
Fmv = cos (θp)Fm =
Fm√
1 + y′ (xp)
2
.
❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥♦r ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t y′ (xp)✱ ❤❡♥❝❡ θp✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ Fm ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ F ✱ s♦ t❤❛t
♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θp t❤❡♥ ♠❛❦❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ r❡♣❧❛❝✐♥❣ θp ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣
r✉♥✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θp ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② ❢❛st✳
▲❡t km = Fm/r✱ kmh = Fmh/r = − sin (θp) km✱ kmv = Fmv/r = cos (θp) km✳
❋♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ C ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
κm (x) =
{
0 ✐❢ x ≤ xp
kmv (x− xp)− kmh (y − yp) ✐❢ x > xp
✭✼✮
◆♦t❡ t❤❛t Fm ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ t❤❛t ♠✉st ❞r❛✇ ✐ts r❡❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ (x0, y0) ✐s ♥♦✇
t❤❡ ✈❡❝t♦r (F − Fmh,−Fmv)✳ ■ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
κ1 (x) = (kmh − 1) (y − y0)− kmv (x− x0) . ✭✽✮
◆♦✇ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✸ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s κ (x) = κ1 (x)+κe (x)+
κm (x)✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✻✮✱ ✭✼✮✱ ✭✽✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s F/r = 1 ❛♥❞
x0 = y0 = 0✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✿
κ (x) =
{
−kmvx+ (kmh − 1) y + ke (λp − λ (x)) ✐❢ x ≤ xp
−kmvxp + kmhyp − y ✐❢ x > xp
. ✭✾✮
✶✵
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐♥




✐❢✭❛r❝ ❁❂❧❛♠❜❞❛❴♣ ✱ ①♣❂①❀②♣❂②❀②✶♣❂②✶✮❀
❦❛♣♣❛✶❂✲❦♠✈✯①✰✭❦♠❤ ✲✶✮✯②✰❦❡✯✭❧❛♠❜❞❛❴♣ ✲❛r❝✮❀
❦❛♣♣❛✷❂✲❦♠✈✯①♣✰❦♠❤✯②♣ ✲②❀






❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐st✳
λp ❚❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r❝❡s✳
ke ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐③❡❞ ❡❞❣❡ t♦rs✐♦♥ ❢♦r❝❡✳
km ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐③❡❞ ♣r❡ss✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
θp ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ C ❛t (xp, yp)✳
yf ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
◆♦✇ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs {y′
0
, λp, ke, km, yf}✱ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✾✮ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡♥ st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t {λp, ke, km, yf} ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ρ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ y′
0
✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ y′
0
✳ ❲❡ ❛r❡ ♣✉tt✐♥❣ km = 0 ✐♥ s♦♠❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❢✉❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣




′ (xp) ke km yf W ρ
✲✵✳✾✺ 43.5◦ 0.2095 −0.5942 0.36 0 0.0708 2.812 168
✲✶ 45◦ 0.19 −0.6659 0.4 0 0.0012 2.797 157
✲✶ 45◦ 0.2 −0.6473 0.36 0.03 −0.001 2.84 171
✲✶✳✵✺ 46.4◦ 0.185 −0.7182 0.3627 0 −0.0705 2.7764 110
✲✶✳✵✺ 46.4◦ 0.2075 −0.6684 0.3039 0.1095 −0.0734 2.949 166
✲✶✳✶ 47.7◦ 0.208 −0.7024 0.279 0.17 −0.1445 3.03 153
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦s
✶✶
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ✉♣ t♦ 171 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛r❡
♥❡✐t❤❡r r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦r ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦t❤❡r ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
❡rr♦rs✱ s✉r❢❛❝❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ❡t❝✳ ❆♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✈❡r② t❤✐♥ r❡❝❡✐✈❡r t✉❜❡✱ t♦♦ t❤✐♥ t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
✉s❡❢✉❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡
✉♣♣❡r ❧✐♠✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts✳
❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ❣✐✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ y′′ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❝♦♥❡ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ y′
0
= −1✱ ρ = 171✳
❋✐❣✉r❡ ✼✿ y′′ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❢♦r y′
0
= −1✳




❱❛r✐♦✉s ✢❛t s❤❡❡t ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ s❤❡❡t✿ ♣❧❛s✲
t✐❝s✱ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ st❡❡❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss t❤❛t ♠✉st ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡t
❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❡①❝❡❡❞s ✐ts ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❛❜❧❡ ✷
✶✷
❣✐✈❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉s❛❜❧❡
str❡♥❣t❤ ❛t ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ y′
0
= −1✳
▼❛t❡r✐❛❧ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✐r♦♥ ❛❧✉✳ ❛❧❧♦② P❙
❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s 200GPa 200GPa 70GPa 3GPa
❨✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ 300MPa 200MPa 240MPa 50MPa
❯s❛❜❧❡ str❡♥❣t❤ 180MPa 120MPa 140MPa 30MPa
▼❛①✳ t❤✐❝❦♥❡ss W/1100 W/1670 W/500 W/100
❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼❛①✐♠❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t✉❜❡✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ s✐♠♣❧② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ s♦❧❛r ❝♦❧❧❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✐♥❝❡
✷✵✵✽✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❡❧❛st✐❝ r❡✢❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❝♦❧❧❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳
❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦❧❧❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣❧❛st✐❝s s❤❡❡ts✳
❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 0.86m ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1m✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❜❛❝❦
✐s ❛ ♠✐rr♦r✲♣❧❛t❡❞ P❙ s❤❡❡t ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 2mm✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❡❡t ✐s
♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t✱ ❜✉t t❤❡ s❧✐❣❤t ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t②✳
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆ ♣❧❛st✐❝ ❝♦❧❧❡❝t♦r ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❢r♦♥t ♣✐❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✉♥❞❡r tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❝❡✐✈❡r
t✉❜❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r 10mm✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐s 86 t✐♠❡s✱ ✇✐t❤ ❛
✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥t❡r❝❡♣t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
r❛❞✐❛t✐♦♥s ♠✐ss t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡
❡♥❞ s❤❡❡ts✱ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜①❛t✐♥❣ ❜♦❧ts ❝r❡❛t❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ s❤❡❡ts✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r✿ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s
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